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tancuch Markowa jako proces stochastyczny

Definicja

Ciag zmiennych losowych (X,)>2,, okreslonych w tej samej przestrzeni
probabilistycznej (2, Z, P) i ktérych wartosci naleza do przeliczalnego
zbioru § C R, nazywamy faricuchem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego n € N i kazdego ciagu Xk, , Xk; 5 - - - s Xky_15 Xk, Xj € S mamy

P(Xnt1 = Xj| Xn = X1, Xne1 = Xky_q5- -+ s X1 = Xieg, Xo = X))
= P(Xo11 = x| Xn = x),

jesli tylko

P(Xn = Xy, Xp_1 = an_l,...,Xl = Xk17X0 = Xko) > 0.
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tancuch Markowa jako proces stochastyczny

Definicja
Ciag zmiennych losowych (X,)>2,, okreslonych w tej samej przestrzeni
probabilistycznej (2, Z, P) i ktérych wartosci naleza do przeliczalnego
zbioru § C R, nazywamy faricuchem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego n € N i kazdego ciagu Xk, , Xk; 5 - - - s Xky_15 Xk, Xj € S mamy
P(Xnt1 = Xj| Xn = X1, Xne1 = Xky_q5- -+ s X1 = Xieg, Xo = X))
= P(Xn+1 = x| X0 = xk),

jesli tylko

P(Xn = Xy, Xp_1 = an_l,...,Xl = Xk17X0 = Xko) > 0.

Jezeli ponadto prawa strona powyzszej réwnosci nie zalezy od n, to
tancuch Markowa nazywamy jednorodnym. Liczby ze zbioru S nazywamy
stanami.
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tancuch Markowa jako cigg doswiadczen losowych

Definicja

Niech Qs = {wo, w1, ws, ...,w,}, Qg C Qs oraz Qg # Qs. Zatézmy, ze
kazdemu elementowi w; ze zbioru Qs \ Qg odpowiada doswiadczenie
losowe 6; 0 modelu (Qs, p;). Niech ponadto &y bedzie doswiadczeniem
losowym o modelu (Qs, po). Jednorodnym faricuchem Markowa o (r + 1)
stanach (sa nimi elementy zbioru Qs) nazywamy nastepujace
wieloetapowe doswiadczenie losowe §:
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tancuch Markowa jako cigg doswiadczen losowych

Definicja

Niech Qs = {wo, w1, ws, ...,w,}, Qg C Qs oraz Qg # Qs. Zatézmy, ze
kazdemu elementowi w; ze zbioru Qs \ Qg odpowiada doswiadczenie
losowe 6; 0 modelu (Qs, p;). Niech ponadto &y bedzie doswiadczeniem
losowym o modelu (Qs, po). Jednorodnym faricuchem Markowa o (r + 1)
stanach (sa nimi elementy zbioru Qs) nazywamy nastepujace
wieloetapowe doswiadczenie losowe §:

— najpierw (jest to etap wstepny) przeprowadzane jest doswiadczenie
do;
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tancuch Markowa jako cigg doswiadczen losowych

Definicja

Niech Qs = {wo, w1, ws, ...,w,}, Qg C Qs oraz Qg # Qs. Zatézmy, ze
kazdemu elementowi w; ze zbioru Qs \ Qg odpowiada doswiadczenie
losowe 6; 0 modelu (Qs, p;). Niech ponadto &y bedzie doswiadczeniem
losowym o modelu (Qs, po). Jednorodnym faricuchem Markowa o (r + 1)
stanach (sa nimi elementy zbioru Qs) nazywamy nastepujace
wieloetapowe doswiadczenie losowe §:

— najpierw (jest to etap wstepny) przeprowadzane jest doswiadczenie
do;

— jesli ktorykolwiek etap zakonczy sie wynikiem ze zbioru Qp, to
doswiadczenie § sie konczy;
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tancuch Markowa jako cigg doswiadczen losowych

Definicja
Niech Qs = {wo, w1, ws, ...,w,}, Qg C Qs oraz Qg # Qs. Zatézmy, ze
kazdemu elementowi w; ze zbioru Qs \ Qg odpowiada doswiadczenie
losowe 6; 0 modelu (Qs, p;). Niech ponadto &y bedzie doswiadczeniem
losowym o modelu (Qs, po). Jednorodnym faricuchem Markowa o (r + 1)
stanach (sa nimi elementy zbioru Qs) nazywamy nastepujace
wieloetapowe doswiadczenie losowe §:
— najpierw (jest to etap wstepny) przeprowadzane jest doswiadczenie
do;
— jesli ktorykolwiek etap zakonczy sie wynikiem ze zbioru Qp, to
doswiadczenie § sie konczy;
— jesli dany etap zakonczy sie wynikiem wj i w; & €2, to nastepny
etap jest doswiadczeniem §;.
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Elementy zbioru Qs nazywamy stanami, a elementy zbioru Qg stanami
pochtaniajacymi.
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Elementy zbioru Qs nazywamy stanami, a elementy zbioru Qg stanami
pochtaniajacymi.

Prezentacja algebraiczng skonczonej przestrzeni probabilistycznej (€2, p),
gdzie Q = {wo, w1, ws, ..., w,}, jest wektor
[P(wo), p(w1), p(w2), ..., p(w,)]. Jest to wektor stochastyczny.
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Prezentacja algebraiczna

Rozwazmy jednorodny tancuch Markowa o (r 4+ 1) stanach. Prezentacja
modelu do$wiadczenia &g jest wektor

o = [po(wo), po(w1), - - -, Po(wr)]-

Z uwagi na to, ze dp jest etapem wstepnym, wektor ten nazywamy
wektorem poczatkowym.
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Prezentacja algebraiczna

Rozwazmy jednorodny tancuch Markowa o (r 4+ 1) stanach. Prezentacja
modelu do$wiadczenia &g jest wektor

o = [po(wo), po(w1), - - -, Po(wr)]-

Z uwagi na to, ze dp jest etapem wstepnym, wektor ten nazywamy
wektorem poczatkowym.

Jezeli taficuch Markowa w chwili n znajdzie sie w stanie w; i w; & 2g, to
nastepny etap tancucha Markowa jest doswiadczeniem d; o s-modelu
(Qs, pj)- Algebraiczna prezentacja przestrzeni probabilistycznej (Qs, pj),
a zarazem rozktadu p; jest wektor

Vi = [pjo; Pj1, - - -, Pir];  gdzie pj = pj(wk) dla wi € Qs.
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Jedli w; € Qp, to z przyjetych wczedniej uméw wynika, ze

{1, gdy j =k,
Pik = :
’ 0, gdyj# k.
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Jedli w; € Qp, to z przyjetych wczedniej uméw wynika, ze

{1, gdy j =k,
Pik = :
’ 0, gdyj# k.

Przyjmujemy wiec, ze dla w; € Qp wspétrzedna p;; wektora vj jest réwna
1, a pozostate wspétrzedne sg réwne 0.
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Ciag wektoréw (vg, vi, ..., V;) mozna utozsamia¢ z macierzg
stochastyczna Q = [pji], gdzie kolejne wyrazy j-tego wiersza tej macierzy
sa kolejnymi wspotrzednymi wektora vj. Trojka [Qs, v, Q] jest
algebraiczna prezentacja jednorodnego tancucha Markowa.
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Ciag wektoréw (vg, vi, ..., V;) mozna utozsamia¢ z macierzg
stochastyczna Q = [pji], gdzie kolejne wyrazy j-tego wiersza tej macierzy
sa kolejnymi wspotrzednymi wektora vj. Trojka [Qs, v, Q] jest
algebraiczna prezentacja jednorodnego tancucha Markowa.

W dalszej czesci wyktadu zajmujemy sie jednorodnymi tancuchami
Markowa [Qs, v, Q], w ktérych v = [1,0,...,0], a wiec faficuchami,
ktérych pierwszym etapem jest doswiadczenie dg. Przy tej umowie tréjka
[Qs, o, Q] jest jednoznacznie okreslona przez pare [Qs, Q].
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Prezentacja ruletkowa

Rozwazmy jednorodny tancuch Markowa [Qs, Q]. Kazdemu elementowi
wj ze zbioru Qs \ Qg odpowiada doswiadczenie losowe §; o modelu
probabilistycznym (s, p;). Kazde doswiadczenie losowemu §; ma swoja
ruletkowa prezentacje. Zatézmy bowiem, ze doSwiadczeniu losowemu §;
odpowiada ruletka R;. Etykiety sektoréw kazdej z ruletek sa elementami
zbioru stanéw Qs = {wo, w1, ..., w,}.
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Prezentacja ruletkowa

Rozwazmy jednorodny tancuch Markowa [Qs, Q]. Kazdemu elementowi
wj ze zbioru Qs \ Qg odpowiada doswiadczenie losowe §; o modelu
probabilistycznym (s, p;). Kazde doswiadczenie losowemu §; ma swoja
ruletkowa prezentacje. Zatézmy bowiem, ze doSwiadczeniu losowemu §;
odpowiada ruletka R;. Etykiety sektoréw kazdej z ruletek sa elementami
zbioru stanéw Qs = {wo, w1, ..., w,}.

Rozwazmy nastepujace wieloetapowe doswiadczenie losowe:
— doswiadczenie rozpoczyna sie od losowania sektora za pomoca
ruletki Ry,
— ilekro¢ ktéry$ z etapéw zakonczy sie wynikiem w;, gdzie w; € Qp,
doswiadczenie sie konczy,
— jesli dany etap zakonczy sie wynikiem w; i w; & €2, to nastepny
etap jest losowaniem sektora za pomoca ruletki R;.

tancuchy Markowa



Prezentacja ruletkowa

Rozwazmy jednorodny tancuch Markowa [Qs, Q]. Kazdemu elementowi
wj ze zbioru Qs \ Qg odpowiada doswiadczenie losowe §; o modelu
probabilistycznym (s, p;). Kazde doswiadczenie losowemu §; ma swoja
ruletkowa prezentacje. Zatézmy bowiem, ze doSwiadczeniu losowemu §;
odpowiada ruletka R;. Etykiety sektoréw kazdej z ruletek sa elementami
zbioru stanéw Qs = {wo, w1, ..., w,}.

Rozwazmy nastepujace wieloetapowe doswiadczenie losowe:
— doswiadczenie rozpoczyna sie od losowania sektora za pomoca
ruletki Ry,
— ilekro¢ ktéry$ z etapéw zakonczy sie wynikiem w;, gdzie w; € Qp,
doswiadczenie sie konczy,
— jesli dany etap zakonczy sie wynikiem w; i w; & €2, to nastepny
etap jest losowaniem sektora za pomoca ruletki R;.

Opisane doswiadczenie losowe nazywamy ruletkowa prezentacja
jednorodnego tancucha Markowa [Qs, Q].

tancuchy Markowa



Prezentacja ikoniczna

Niech [Qs, Q] bedzie jednorodnym taficuchem Markowa. Elementy zbioru
Qs interpretujemy jako punkty ptaszczyzny i nazywamy je wezfami, a
zbiér weztéw oznaczamy przez S. Wezet odpowiadajacy stanowi w;
oznaczamy przez w;. Woéwczas S = {wp, wi, ..., w, }. Wezet wy
reprezentujacy stan poczatkowy wg nazywamy wezfem startowym. Kazdy
wezet reprezentujacy stan pochtaniajacy nazywamy weztem brzegowym, a
zbiér wszystkich weztéw brzegowych nazywamy brzegiem grafu. Jezeli

pjk > 0, to wezet w; taczymy zorientowanym odcinkiem prostej lub
krzywej z weztem wy. Ten odcinek nazywamy tukiem. Przyporzadkowujac
kazdemu tukowi liczbe pjc dostajemy digraf wazony [S, Q], ktéry
nazywamy grafem jednorodnego faricucha Markowa [Qs, Q]. Ten graf jest
ikoniczng prezentacja jednorodnego faricucha Markowa [Qs, Q].
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